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Resumo: A vida em fadiga de um componente mecénico é avaliada por intermédio de modelos matematicos de
propagacdo de trincas, esses modelos sdo classificados em duas categorias em termos da amplitude de tenséo:
constante e varidvel. Os modelos séo formulados a partir de um problema de valor inicial, sendo a curva de evolugédo
da trinca obtida através da aplicacdo de um método numérico, acarretando um elevado custo computacional. E
necesséria a aplicacdo de métodos numéricos computacionais que possuam maior eficiéncia na resolucdo da taxa de
crescimento da trinca. No presente estudo, busca-se analisar a aplicacéo para o Modelo de Walker da metodologia
“Fast Crack Bounds” para determinar as fun¢des de cotas superior e inferior para o modelo de evolugdo do tamanho
de trinca aplicado a uma placa finita com trinca nas arestas, sendo o desempenho desta metodologia considerado
atraves do desvio relativo e tempo computacional, em relacdo as solugdes numéricas aproximadas obtidas pelo
método de Runge-Kutta de 4% ordem explicito (RK4). O resultado obtido pela aplicacdo dos métodos numéricos indica
um desvio relativo méximo de 0,26% entre RK4 e a Metodologia FCB, e o tempo computacional, do exemplo
resolvido, demonstra a superioridade do método FCB, sendo 380,4 vezes inferior ao método RK4.

Palavras-chave: Mecanica da fratura linear elastica. Fadiga. Modelo de Walker. FCB..

1. INTRODUCAO

A fadiga, é definida pela American Society for Testing and Materials (ASTM, 2000) como um processo
progressivo e localizado de modificagfes estruturais permanentes ocorridas em um material submetido a condi¢des que
produzam tensdes e deformagdes ciclicas que pode culminar em trincas ou fratura ap6s um certo nimero de ciclos. As
falhas por fadiga, ocorrem de modo inesperado e abrupto, correspondendo a maioria das falhas estruturais.

Um metal submetido a tensdes repetidas rompera a uma tensdo muito inferior aquela necessaria para ocasionar
um colapso por escoamento, devido a aplicacdo de uma carga variavel. O colapso por escoamento, ocorre quando existe
a separagdo de um corpo em duas ou mais partes em decorréncia de um carregamento de natureza varidvel
(CALLISTER, 2016).

Dessa maneira, por meio da metodologia de Mecénica da Fratura Linear Elastica é possivel avaliar os danos
em fadiga, assim como estudar a ocorréncia da propagacao das trincas em materiais. Por meio desse processo verifica-
se a vida em fadiga do material, viabilizando o planejamento de manutencdo. Atravées dessa perspectiva, notabiliza-se o
Modelo de Walker (1970). Esse modelo parte do conceito que todo componente possui inevitavelmente imperfeicdes,
além de que podem surgir em funcéo da condicdo de servico empregadas (KUNA, 2013).

Os modelos de propagacdo de trincas sdo elaborados por meio de um problema de valor inicial (PVI).
Geralmente faz-se necessaria a utilizagdo de métodos numéricos para encontrar solu¢Bes aproximadas, pois para poucas
aplicacBes praticas, consegue-se obter uma conclusdo exata. Com o objetivo de alcancar essas solugBes numéricas
aplica-se 0 método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), representando a necessidade de elevado custo
computacional. A metodologia “Fast Crack Bounds” de (AVILA et al. 2016), contribui com a reduc&o desse problema,
em virtude de determinar funcbes de cotas inferiores e superiores para uma fungdo tamanho da trinca, e restringe a
atuacdo das solucbes do modelo de propagacdo desta.

O objetivo do presente artigo é aplicar a metodologia FCB ao modelo de Walker (1970. As funcBes cotas
superior e inferior da metodologia foram obtidas através da expansao da série de Taylor, retendo os termos de segunda
ordem, com resto de Lagrange (AVILA et al. 2016). Apds calculadas as fungdes de cota superior e inferior, faz-se a
comparacdo dos tempos computacionais e os desvios estatisticos entre 0 método numérico convencional RK4 e a
metodologia FCB.
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2. FADIGA MECANICA

A fadiga mecénica ¢ um processo de degradacdo continua de um componente submetido a carregamento
ciclico, podendo levar a ruptura do material devido a propagacdo de uma ou multiplas trincas. A fadiga mecanica de
alto ciclo consiste no comportamento associado a cargas relativamente baixas. As falhas por fadiga tém aparéncia
similar a de uma fratura fragil, uma vez que as superficies de fratura sdo planas e perpendiculares ao eixo de tensdo,
com auséncia de estriccdo do material (GUIMARAES, 2009).

Essas etapas sdo enumeradas de um a trés, conforme a Figura 1, assim sendo a etapa | o inicio da trinca, a
etapa Il a sua respectiva propagacdao e a etapa Il a ruptura repentina devido ao crescimento instavel da trinca.

!

ETAPA I

- ETAPA I

Figura 1 — Etapas da propagacéao de trinca por fadiga
Fonte: Adaptado de Meyers (1982)

Essas falhas sfo caracterizadas por marcas especificas, denominadas marcas de praia, devido a alteracdo de
varidveis do ciclo de tensdes, a saber, pico de tensdo, amplitude e frequéncia. Estas marcas, indicam a posi¢éo da trinca
em um determinado instante, conforme a Figura 2.

Marcas de
praia

Fratura
final

Inicio da
trinca

Figura 2 — Marcas de praia de um material rompido por fadiga.
Fonte: Adaptado de Bannantine (1989)

Visando a necessidade de aprimorar os projetos de componentes submetidos a propagacdo de trincas, sdo
desenvolvidos métodos de analise de fadiga de carater estrutural em componentes, sendo o objetivo de estudo a
Mecénica da fratura linear elastica (BANNANTINE, et al. 1989).
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2.1. Mecénica da fratura linear elastica (MFLE)

A Mecénica da fratura linear elastica se caracteriza pela acentuacao e distribuicdo do campo de tensdes na
proximidade da frente da trinca, exercendo o uso das hipéteses, listadas de um a cinco e relacionadas a elasticidade
linear (BANNANTINE, et al. 1989):

H1 - Existéncia de uma trinca;

H2 - Material elstico linear isotropico e homogéneo;
H3 - Pequenas deformacdes;

H4 - Estado plano de tensdes ou deformacdes;

H5 - Modos de carregamento.

Com base na primeira hipotese, Griffith (1920) estabelece que todo material fragil apresenta uma populagéo de
pequenas trincas que causam concentracGes de tensbes (DIETER, 1981). A segunda hipoOtese refere-se as suas
caracteristicas, ¢ um material cujo comportamento pode ser descrito por uma relagcdo linear entre a tensdo e a
deformagéo, sua resposta elastica é proporcional a forca aplicada, suas propriedades fisicas sdo as mesmas em todas as
direcBes e fatores como densidade, elasticidade, condutividade térmica e elétrica sdo uniformes em todo o material, néo
havendo variacdo significativa em diferentes pontos do objeto. A maioria dos materiais estruturais tais como ago e
aluminio, podem ser tratados como isotropicos, lineares e homogéneos (UNICAMP, 1996). A terceira hipotese analisa
que todo material apresenta pequenas deformagdes. A quarta hipdtese refere-se ao estado plano de tensbes e
deformagdes. Griffith (1920) desconsidera a espessura da placa, passando a referir-se ao problema por um estado plano
de tensBes. Por fim, a quinta hipdtese é destinada a aplicacdo dos modos de carregamento em que o componente é
analisado, conforme apresentado na Figura 3.

MODO | - TRAGAO MODO I - MODO II -
CISALHAMENTO CISALHAMENTO
FRONTAL PARALELO

Figura 3 — Modos de carregamento
Fonte: Adaptado de Schijve (2009).

Através do modo I, demonstra-se a tensao de tracdo, e sua caracteristica principal é o deslocamento local pelos
planos cartesianos x-y e x-z. Ja pelo modo I, é indicada a uma tensdo de cisalhamento, através de um plano normal da
trinca, tendo como principal caracteristica uma aresta frontal da trinca com deslocamento no plano x-y, e assimétrico no
eixo x-z. O modo I11, define que as superficies da trinca, deslizam paralelamente & aresta frontal, sendo assim, em todos
os planos (x-y; X-z), sdo assimétricos. O modo | € o modo usual para o teste de tenacidade a fratura que sera utilizado
neste estudo.

2.2 Modelos de Propagacéo de trincas

O estudo do crescimento de uma trinca em um componente depende do carregamento aplicado, nesse estudo
usa-se CATC. No CATC, o historico do carregamento é desconsiderado. Ha varios modelos capazes de representar a
evolucdo do crescimento de uma trinca. Contudo, eles variam nos fatores que influenciam a propagacéo de trincas e no
numero de parametros para o ajuste dos dados experimentais da curva.

Os modelos de propagacao de trinca foram elaborados com o proposito de determinar a vida em fadiga de um
componente, isso significa, encontrar o nimero de ciclos necessarios para a ruptura do material.

A Lei de crescimento tipica de uma fratura por fadiga, apresentada na Figura 4, é comumente usada no estudo
de fadiga, pois ele relaciona a taxa de crescimento da trinca em fungdo do termo forcante “AK”, termo do qual a
propagacdo da trinca é dependente (SANTOS, 2019). A Lei de Walker, delimitada nesse estudo, é expressa pela regido
Il do diagrama de crescimento de trinca, representada pela Figura 4. O diagrama log(da/dN) x log(AK) € dividido em
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trés regides: a regido |, representa o inicio da trinca, a regido Il representa a propagacao intermediaria da trinca, onde a
taxa é linearmente proporcional a intensidade da tensdo e a regido 11, corresponde ao crescimento acelerado das trincas,
imediatamente antes do colapso.
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Figura 4 — Lei de crescimento subcritico tipica de uma fissura por fadiga.
Fonte: Adaptado de Santos (2019).

Para uma andlise da regido Il da Figura 4, que representa o diagrama log(da/dN) x log(AK), elabora-se um
estudo referente ao modelo de propagacdo de trincas de Walker (1970).

2.2.1 Modelo de Walker

O modelo de Walker ndo modela a regido | e a regido Il, mas reconhece o efeito da carga média, o qual pode
ser ajustado. Este ajuste representa apenas uma translagdo do comportamento parabdlico previsto para “R = 0”. Desta
forma pode-se pensar em Walker como uma modificacdo da regra de Paris-Erdogan para considerar o efeito da carga
média, sé sendo aplicavel a regido Il da lei de crescimento subcritica de uma fissura por fadiga (MEGGIOLARO et al.
1997).

Com uma modificacdo do modelo de Paris-Erdogan ao considerar a razdo das tensdes maximas e minimas,
surge o modelo de Walker (1970), o qual descreve a segunda regido da Figura 4, correspondente ao diagrama log(da/dN)
x log(4K). Conforme Equacdo 1, correspondente ao modelo de Walker:

Determinar a €°! (NO,N1:R*),tal que:

a
- = Cw [(L = R~ 4K]™, ¥N € (NO,N1) @)
a(N0) = a0;

Sendo "Cw","Mw" e "Yw" pardmetros empiricos relacionados ao material, e AK a variacdo do fator de
intensidade de tenséo, definido pela Equagdo 2:

AK(a(N)) = (Kmax — Kmin)(a(N))
=maN)f (a(N))(emax — omin) @
=yma (N)f (a(N))(Ao)
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Sendo “f (-)” a fungdo de geometria e “c” variagdo do fator de intensidade de tenséo e substituindo a Equacéo
1 na Equagdo 2, obtém-se a Equagdo 3.

Determinar a €' (NO,N1:R"), tal que:

%% = (N) = h(e, AK) v N € (NO,N1); ©)

a(N0) = a0;

A Equacdo 3 é classificada como um problema de Cauchy, que consiste em encontrar as trajetérias que
satisfazem a equacdo diferencial PVI e o valor inicial “(a(N0) = a0)”. A existéncia e unicidade da solucdo para este
problema de Cauchy dependem da regularidade de condi¢des nas funcGes a direita da Equacédo 3. O intervalo “(NO, N1)”
corresponde aos nimeros do ciclo de carga. Esse problema de Cauchy é solucionado pelo modelo numérico RK4.

2.3 Modelo numérico do Método Runge-Kutta de quarta ordem (RK4)

Este método propde que seja feita a particdo do dominio. Essa parti¢do trata-se de uma divisdo do intervalo em
subintervalos. Os pontos extremos dos subintervalos sdo denominados de nés. A divisdo pode ser regular ou ndo, a
diferenca esta em que na regular os subintervalos sdo iguais, ou seja, ttm a mesma divisdo. A comparacdo do método
RK4, é com a de um polinémio de grau 4, de uma série de Taylor. Assim, o calculo da derivada é excluido, através da
avaliacdo da funcdo f, em todas as iteracdes, conforme Equaces 4 e 5.

x:[to, b] = R a fungdo de classe C™"~1,n — vezes derivavel no aberto (t,, b), tal que:

b—ty)"! b —ty)" 4
x(b) = x(to — x'(to) (b — t0)+...+(n+i' x"1(ty) + %x(")(l) )
Onde b = t, + h : equivalente a dizer que existe 8 € (0,1), tal que:
n-1 (5)

h h"
x(to + h) = x(ty) + x'(to)h +ot— x@ D) + Fx(”)(to + 6h)
Esse método numérico necessita de um elevado custo computacional, para mitigar essa problemética (AVILA,
et al. 2016) apresenta a Metodologia FCB.

2.4 Metodologia Fast Crack Bounds (FCB)

Como os modelos de propagagdo de trincas sdo formulados por meio de Problemas de valor inicial (PVI), é
necesséria a aplicacdo de um método numérico para a resolucdo. Porém o custo computacional do modelo numérico
Runge Kutta de quarta ordem, tem um custo elevado, e para poucas aplica¢fes préaticas é logrado éxito em uma solucgéo
exata. Dessa forma, é apresentado por (AVILA, et al. 2016) a Metodologia Fast Crack Bounds, que tem como o
objetivo minimizar a problematica.

De acordo com (AVILA et al. 2016), a metodologia serve para estabelecer cotas superiores e inferiores que
envelopam a solugéo do problema PVI, do modelo de propagacéo de cotas do tipo CATC, de acordo com a Equagéo 6.

Determinar a € (NO,N1:R"), tal que:
da
—=Cw [ =R (Jra W) f @) @o))]™,V N € (NO,N1); ©
a(N0) = a0;
E por intermédio da Equacdo 6 que os modelos matematicos de propagacdo de trincas sdo desenvolvidos.
Essas equacOes diferenciais sdo classificadas como ordinarias, pois a fungdo desconhecida depende apenas de uma

variavel independente. Através disso, sdo formuladas hipdteses, ao aplicar a expansdo em série de Taylor, com o resto
de Lagrange.

H1:a(s) <a(t),s <te[NO,N1]J;

H2:f eC! (R);

H3:0<f(a0) <f(x)<f(),x <yVx,y €[a0,al];
H4: f'(a0) < f'(y),x < yVx,y € [a0,al]
H5:m>1

Das hip6teses mencionadas, conclui-se que, pelo fato de [H1] assumir um carregamento de tensdo constante, a
funcdo de correcdo que assegura o fator de intensidade de tensdo é continua [H2], delimitando assim que [H3] é uma
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funcdo geométrica monotona ndo decrescente. Da mesma forma que a hipétese [H4], apura que a derivada da funcéo
geométrica equivale a uma fungdo monotona nao decrescente, [H5] estabelece um valor, para que o0 modelo de Walker,
seja valido.

3. METODOLOGIA

A pesquisa é desenvolvida em 3 etapas brevemente descritas a seguir: levantamento de dados, teorema FCB
aplicado ao Modelo de Walker e desenvolvimento de um algoritmo computacional.

3.1 Levantamento de dados

Para alcangar os resultados da solugdo numérica aproximada ao modelo de Walker, com o intento de encontrar
os valores das cotas superior e inferior para as funces do fator de intensidade de tensdo, utilizou-se como base 0s
estudos desenvolvidos por (BANNANTINE, et al. 1989).

O exemplo utilizado para a solugdo numérica, foi de uma placa finita, previamente carregada, com trincas nas
arestas. Conforme a Figura 5.

= -

2b

Yoy

-
—
-

Figura 5 — Placa com largura finita e trinca nas arestas
Fonte: Adaptado de Bannantine (1989).

Para a avaliacdo de desempenho das cotas do exemplo citado, sdo utilizados os dados indicados por (BARSON
et al. 1999), e (CASTRO et al. 2009), dos agos ferriticos conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Dados aplicados a acos ferriticos
a0 b Ao N

0.001m 0.1Im 140Mpa 200.000

Fonte: Adaptado de Barson (1999).

Sendo “a0” o tamanho inicial da trinca em metros, “b” a largura da placa estudada, “Ac” a tenséo utilizada e
“N” a quantidade de ciclos para a operagéo.
3.2 Teorema FCB aplicado ao modelo de Walker

Caso as fungdes f () e A(.) atendam todas as hipdteses (H1:H5), e a* € [a0,al], as cotas superiores e
inferiores sdo consideradas validas, conforme a Equacéo 7.
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(1~ Ry aK (ag)]™ + (T2 “

! r ) (N— N,
S

) [(1- R)VW‘lAK(a*)]me\i

|

)

14 Smc, [(1— R)VW‘lAK(aO)]le
)

(
a(N)—ay <C, 4
|
\

(N) —ay = C, [(1 — R 1AK (ay)]™ { 2 1 £
k X [2 i <7> (ao)] (N — Np)

Prova do Teorema FCB

Através da série de Taylor de segunda ordem com resto de Lagrange, conforme Santos (2015), tem-se:

3 da 1/d%a )
a(N) = a, +d_N(N — Ny) +§<W(U)> (N = Ny)*comn € [Ny, N]. (8)

Tomando como base as hipdteses (H2), (H3) e (H4), pode-se escrever as seguintes desigualdades:
a(s) < a(t),S <t € [Ny, N] = (a(s))™ < (a(O))™ )

Ainda, pelas hipoteses descritas, obtém-se:

FEY™ S GO = (af) @5 tems,te NN (10)
Assim, tem-se:

(4)™(a(s)) < (4)™(a(®) 11)

Sendo C > 0, tem-se:

(s) < :liN (t),s <tcoms,t € [Ny, NI. (12)

A segunda derivada da fungdo “tamanho de trinca” é descrita da seguinte forma:

d’a d af\ 1 m (<"
= @ i a0 = ()l ()

Substituindo a Equacdo 12 na Equacdo 13 da expansao de Taylor com resto de Lagrange, obtém-se:
2

a(N) = ao(No) + C[Ast\/ﬁ]m <%) (N —No) + <Zt
f

) ! [mC (AgNm)?™ <( )m)] (N — N,p)? (14)
f

2(a)
Substituindo a Equacédo (9) em (14), a fungdo “tamanho de trinca”, torna-se:

(

<%) C[Ast,/nao]m +
acs(N) =qq + !

Gzl Gz —w)

3.3. Implementacdo computacional

(N — No) (15)

O software Matlab foi utilizado para o desenvolvimento do algoritmo computacional, através de cédigos
matematicos, procurando implementar os métodos RK4 e FCB no modelo de propagacdo de trincas de Walker, em
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coeréncia com o exemplo da placa finita com trincas nas arestas. O resultado da implementacdo computacional, é a
geracdo de um algoritmo, que realiza um enfrentamento entre os métodos RK4 e FCB.

Os resultados do algoritmo computacional foram obtidos através de modelos matematicos gerados pelo
software MatLab, versdo R2020a. A escolha do software MatLab deve-se a experiencia dos autores com esta ferramenta.
O processamento foi realizado por um computador com processador Intel(R) Core (TM) i5-4200U CPU 1.60GHz e
memoria RAM de 4,00 GB.

4. RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados obtidos pela simulacdo, demonstram um tempo computacional menor para as fungdes cotas
superior e inferior da metodologia FCB em relacdo a solu¢do numérica RK4, como apresentado na Tabela 2.

Tabela 2 — Tempo computacional medido em segundos
TRKA4 TFCB

5.3403946 0.0140012
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Para avaliar a eficiéncia da metodologia FCB, usa-se o indicador de desempenho “p” para o tempo
computacional, descrito pela Equacdo 16. Onde “Trgk,” € 0 tempo computacional da solucdo RK4 e “Trcp” 0 tempo
computacional da solu¢do FCB em segundos.

_ <TRK4 — ng) _5,3403946 — 0.0140012 (16)

Trcp 0,0140012
Como resultado, o indicador de desempenho “p” é de 380,41 vezes.

O desvio relativo entre as cotas e solugdo numérica é apresentado na Equacéo 17.

Acs,ci — @ 17
5inferior,superior (Nk) =100 < = C;RI( RK4) (Nk) [%]: vNk {0:1; ey N}- ( )
4

Onde “ Sin ferior, superior € © desvio relativo, “N,” 0 nimero de ciclos , “a.;” 0 tamanho das cotas inferior e
superior da metodologia FCB, e “azg,” 0 tamanho das cotas inferior e superior do Método RK4. Os resultados sdo
apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Desvios relativos entre cotas e solu¢do numérica

Desvio relativo — cota superior Desvio relativo — cota inferior

0.26% 0.16%
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Apresenta-se a seguir as Figuras 6 e 7.
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Figura 6 — Funcdes cota superior e inferior comparada a solugdo numérica de RK4
(Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022)
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Figura 7 — Funcdes desvio relativo entre cotas superior e inferior
(Fonte: Elaborado pelo Autor, 2022)

Constata-se entéo que as cotas envelopam a solu¢do numérica de RK4. Essa aproximagdo numérica pode ser
observada e quantificada de acordo com a exposi¢do da Figura 7 qual se refere a funcdo desvio relativo das cotas
superior e inferior.

5. CONCLUSOES

Este artigo consiste em um trabalho de conclusdo de curso para a obtencdo de titulo em bacharel em
engenharia mecéanica pelo Centro Universitario Assis Gurgacz, sendo o titulo apresentado como “Determinacao de cotas
do modelo de Walker via metodologia Fast Crack Bounds” orientado pelo Prof. Me. Eng. Bruno dos Santos.

O objetivo do presente trabalho é a aplicacdo do modelo de Walker via metodologia FCB para propagacéo de
trincas. A metodologia FCB, teve suas cotas avaliadas em uma amostra de material, através da geracdo de graficos a
(MxN pelo software MatLab, bem como a comparagdo com a solugdo numérica RK4, juntamente com os desvios
relativos entre as cotas e a solugdo numérica.
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A eficiéncia da metodologia FCB para a analise do fendomeno “tamanho de trinca” em fadiga, foi comprovada
em funcdo dos tempos computacionais terem sido de no minimo 38.042% mais rapido que a solugdo RK4. Os
resultados apresentados demonstram um desvio relativo maximo de 0,26% para a cota inferior, e de 0,16% para a cota
superior. A simulagdo computacional ndo demonstrou problemas de transposicgdo da solugdo numérica em relagdo a cota
superior, por conta de ser de altos ciclos.

Constata-se entdo que, a maior vantagem da metodologia FCB, é ganho de velocidade de processamento
computacional se comparado a solugdo numérica RK4. A simulacdo da amostra provou um ganho computacional da
metodologia FCB, 380,4 vezes mais rapido que o método de Runge-Kutta de quarta ordem, demonstrando a eficiéncia
computacional das func¢des cotas.

Sugere-se para trabalhos futuros, a aplicacdo da Metodologia FCB a outros exemplos tedricos de propagacdo
de trincas, aplicar a metodologia em outros materiais metalicos, realizando os ensaios de fadiga em um laboratério para
obtencdo dos pardmetros de carregamento, como também do tamanho da trinca inicial, desenvolver o0 mesmo estudo
com outros modelos, a exemplo de Paris-Erdogan, Forman e Colliprient, comparando os resultados.
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